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[ 摘要 ] 针对功能梯度材料零件建模与分析的模型割裂问题，实现了共用 NURBS 基函数的几何与材料并行建模及

热传导分析。考虑制备工艺建立材料模型，采用泊松方程作为材料场控制函数，运用等几何分析方法求解材料场分

布。分析材料的瞬态热传导，建立梯度材料零件的材料分布优化模型并运用有效集法获得最优材料分布结果。结果

表明，共用 NURBS 基函数的功能梯度材料建模及材料分布优化方法对工程实际具有指导意义，实现了梯度材料的

一体化建模、分析与优化。
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计领域具有极大的应用前景。

目前，有关功能梯度材料的材料

建模及此类结构在热环境中的响应

分析一直是研究热点，学者们对此做

了大量研究工作。例如，在非均质实

体建模方面，臧婷 [3] 将 NURBS 方法

应用于非均质实体的造型设计之中，

形成一整套的非均质自由型实体造

型方法。朱玉芳等 [4] 通过构建微四

面体空间单元的离散逼近几何零件，

实现了梯度材料建模。Wang 等 [5]

研究了基于网格数据的几何材料表

示以及材料设计。张贺等 [6] 针对几

何形状、材料分布复杂的功能梯度材

料零件，提出了一种从材料空间映射

到几何空间的建模思想并建立了梯

度材料模型。

梯度材料的热环境相应分析方

面，曹蕾蕾 [7] 系统地推导出指数型、

二次型和三角函数型功能梯度材料
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航空航天领域对材料具有非常

苛刻的性能要求，例如客机高速飞

行中机身壳体一侧需要承受空气摩

擦而产生的高达 2100K 的高温，另

一侧需要保证足够的强度和韧性 [1]，

涡轮发动机叶片如 C3X 叶片，外表

面要求抗氧化、耐高温，内冷通道则

应具备良好的机械力学性能和导热

性，显然传统的单一均质材料已经

无法满足。作为新型材料的代表，

功能梯度材料（Functionally Gradient 
Materials，FGM）由两种或者多种材

料组成，其组成材料的体积分数沿着

某个方向呈连续变化，因而具备许多

传统材料不具备的优势，例如，物理

性能连续变化、无明显界面存在、降

低了界面应力等 [2]，使得它在机械设
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稳态热传导方程的基本解，并首创

了基本解有限梯度元方法，对功能

梯度材料板的稳态、瞬态热传导问

题进行了研究。蓝林华等 [8] 针对

功能梯度材料的二维瞬态热传导问

题，提出了一种有效的降维精积分

法，通过空间坐标的分步离散，将原

二维问题的精细积分转化为一系列

一维问题的精细积分。陈建桥等 [9]

将无网格局部彼得罗夫 – 伽辽金方

法应用于功能梯度材料的三维瞬态

热传导问题，推导了三维瞬态热传

导问题的基本方程。

功能梯度材料零件的几何建模

和材料建模的统一以及功能梯度材

料零件热分析及材料分布优化尚需

更深入的研究。本文提出了功能梯

度材料共用 NURBS 基函数的几何

与材料的统一模型，并采用等几何方

法求解了曲面的材料场以及温度场，

建立了优化材料分布的模型，提升了

功能梯度材料分布设计能力。

功能梯度材料建模

功能梯度材料建模的目的是求

得几何模型内部任意一点处的材料

组分。本文采用共用 NURBS 基函

数建立几何和材料的统一模型，依据

梯度材料制备工艺所遵循的泊松方

程，表达功能梯度材料的材料分布。

NURBS 样条的表达式为：

                        （1）

式中， 表示控制顶点； 表示

NURBS 基函数。基于非均质实体

建模方法 [10] 由 NURBS 样条理论定

义的功能梯度材料参数模型可以表

示为：

                     （2）

式中，Qi=(d, f ) 是功能梯度材料

NURBS 样条的控制顶点，其中，d 表

示几何形状控制顶点；f 表示材料体

积分数控制顶点。

设计区域边界处的材料组分信

息往往由设计人员确定，结合材料制

备中扩散现象的物理原理，假设组成

功能梯度材料零件的各相材料在零

件内部分布规律符合泊松方程 [10]。

选用二维平面上的正方形进行验证。

该正方形平板的几何模型如图 1（a）
所示，正方形控制顶点及权重如图 1

（b）所示。假设平板下边界均由材

料 A 组成，即 f1=1，f2=0；平板上边界

均由材料 B 组成，即 f1=1，f2=1。材

料体积分数随着 y 坐标值变化，运用

等几何分析法计算材料场分布，得到

图 1 正方形功能梯度材料平板建模

Fig.1 Square functionally gradient material plate modeling

控制顶点（x，y） 权因子（w） 添加材料信息（f1，f2）

（–1，1），（0，1），（1，1） 1 （0，1）

（–1，0），（0，0），（1，0） 1 （0.5，0.5）

（–1，–1），（0，–1），（1，–1） 1 （1，0）
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平板内控制顶点上的材料信息（图 1
（b））以及材料 B 梯度分布结果（图 1
（c）），显然符合材料 B 从上边界到下

边界梯度分布，体积分数由 100% 递

减到 0 的条件。由于平板内任意一

点处的材料均由材料 A、B 组成且已

知材料 B 的分布云图，易得与图 1（c）
互补的材料 A 的分布云图。

瞬态热传导分析及材料优化

由于功能梯度材料零件内组分

材料的过渡呈梯度特性，热传导性能

也不同于均质零件，因此功能梯度材

料零件的热传导分析研究就显得十

分必要，并且理论上通过调整材料分

布，可以优化零件的热传导性能。

1 功能梯度材料的瞬态热传导

与均质材料的热传导分析问题

不同，功能梯度材料零件各处的密

度，比热容和导热系数因材料组分变

化而不同。将功能梯度材料零件在

空间域上细分为若干单元，当单元数

足够多时，每一单元可被看作为均质

单元。非均质单元的密度，比热容以

及导热系数分别采用以下等效模型

计算 [11]：

平均密度：ρ-1=v1ρ1+v2ρ2+…+vNρN

等效比热容：

等效导热系数 λ
-
满足方程：

其中，vi、ρi、ci、λi（i=1，2，…，N）代

表单元内某处材料 i 的体积分数、密

度、比热容和导热系数。由此，功能

梯度材料零件的瞬态热传导问题即

可转化为一系列均质单元上的瞬态

热传导问题。对于温度场为 t（x，y，
z，τ），其某一非均质单元上的瞬态热

传导基本方程如下 [12]：

              （3）

其中，ρ表示密度；c 表示比热容；λ
表示导热系数；q 表示热源的发热率

密度。上述方程适用于二维平面、空

间曲面、空间实体，因此基本覆盖了

工程中常见的热传导问题。以平行

四边形的功能梯度材料平板为例，计

算其在指定边界条件下的瞬态温度

场分布。

假设平行四边形功能梯度平板

如图 2（a）左所示，材料 A 和材料 B
的物理参数如图 2（a）右所示。规

定平板左边界及右边界上分别为

100% 材料 A 和 100% 材料 B，运用

等几何分析法计算出材料 A 分布结

果如图 2（b）所示，可见材料 A 从左

边界到右边界梯度分布，体积分数从

100% 递减到 0，对应材料 B 从右边

界到左边界梯度分布，体积分数从 0
递增到 100%。假定平板下边界上通

过 100J/（cm·s）的热流（该数值参

照材料比热容设定的热流大小，便于

显示温度分布变化），零件上其余区

域温度初始值为 0，热源的发热率密

度为 0，通过均质单元划分的等几何

分析方法计算 100s 时平板上的温度

场分布结果，如图 2（c）所示。

2 功能梯度材料的材料优化

功能梯度材料零件边界上的材

料组分通常需要设计人员根据经验

提前给定。假设工程实际中某功能

梯度材料零件边界上的材料组分未

知，即无法获得该零件内部的材料分

布，但是在边界上规定了某些材料体

积分数的取值范围。现需要在该取

值范围内寻求最优的边界材料组分

分配，以避免零件整体在一定时间内

出现较大的温差，产生热应力影响零

件的机械性能和使用寿命等。由此，

建立如下材料优化模型：

优化变量：材料 Mi（i=1，2，…，

N）在边界 j 的百分比 mi
j；

优化目标：某时刻时零件的最

高及最低温度相差最小，建立如下目

标函数：

f=min(max(T(mi
j))–min(T(mi

j)))，
aij ≤ mi

j ≤ bij                                  （4）
其中，aij、bij 为材料的体积数，其值

依材料分布设计要求而定，T 为零件

内某时刻的温度场函数，即指定零件

内任意一点，即可通过该函数获得该

点处此时的温度值。

功能梯度材料零件的每一次优

化都会首先在边界上指定各材料组

分，即确定边界各材料体积分数。根

据 NURBS 功能梯度零件几何材料

耦合模型，通过等几何分析法求得该

模型在给定的瞬态热传导问题中的

温度场分布结果。该问题属于带约

图 2 功能梯度零件的瞬态热传导分析

Fig.2 Transient thermal analysis of functionally gradient material part

参数 材料 A 材料 B

密度 /（g·cm–3） 3.2 2.7

比热容 /（J·g–1·℃–1） 0.84 0.88

导热系数 λ/（J·cm–1·K–1） 0.49 10

（a）零件材料及其热环境的初步设定

（b）材料 A 的分布结果 （c）零件在 100s 时的温度场分布
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陶瓷从边界 1 到边界 3 梯度变化，边

界 1、边界 3 上材料的体积分数分别

为 100% 和 0。现设定边界 1 材料

SiC 陶瓷上不低于 90%，边界 3 上不

高于 10%。建立如下优化模型：

优化变量：A1, A2

优 化 目 标：f=min(max(T(A1, 
A2))–min(T(A1, A2)))

优化约束：

材料优化前的 SiC 陶瓷材料分

布及其对应的 100s 时温度场分布如

图 4（a）所示。采用有效集算法进

行材料优化计算，得到的曲面材料分

布及其对应的 100s 时温度场分布如

图 4（b）所示。

表 1 列出了优化前后材料边界

条件及对应温度场中最大、最小温度

及温差的具体数值。从优化前后对

比的结果可以看出，导热系数较好的

Al6061 增多，使得曲面上的温差显

著减少，符合一般规律。

结论

本文针对功能梯度材料零件，

实现了共用 NURBS 基函数的几何

与材料的并行建模和瞬态热传导分

析，采用泊松方程作为材料场控制

函数，求得材料场分布。将功能梯度

材料零件等效为均质单元，实现了

对功能梯度材料零件的瞬态热传导

分析。建立零件内材料分布优化模

型并运用有效集算法获得最优的材

料分布结果，完善了功能梯度材料

零件的材料设计过程。本文的特点

在于始终针对同一非均质 NURBS
模型进行分析计算，保证了几何模

型在各个阶段之间传递的一致性，

减少了模型传递导致的误差。实现

了梯度材料的一体化建模、分析和

优化，为后续在 CAD 软件上的实施

提供了可能。
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表1 优化前后材料边界条件及对应温度场结果

Table 1 Material boundary conditions and corresponding temperature field results before and 
after optimization

状态
边界 1 上的
SiC 含量 /%

边界 3 上的
SiC 含量 /% 最高温度 /℃ 最低温度 /℃ 温差 /℃

优化前 100 0 1249 31 1218

优化后 92.1 8.3 632 72 560
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[ABSTRACT]  Focusing on the problem of model dissevering from modeling to analysis of functionally gradient mate-
rial, this paper proposed concurrent modeling and heat conduction analysis both using NURBS basis function, used poison 
equation as the control function of material field considering manufacture process to model functionally gradient material, 
solved material distribution with the method of isogeometric analysis, performed the optimization model of material distri-
bution of functionally gradient material part with analyzing of the transient thermal conduction of the material, retrieved the 
optional result of material distribution by the method of active set. The result shows that the method of concurrent modeling 
with NURBS basis function of functionally gradient material and material distribution optimizing realized integrated mod-
eling, analyzing and optimizing of gradient material.
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